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Ce document ne refléte pas nécessairement la position officielle de I'office, du Département ou du Conseil
fédéral. Lesthéses et les éventuelles inexactitudes contenues dans ce document n’ engagent que son auteur.

Avertissement
Ce document constitue quelques "notes"’, prisesen lisant le papier "Les principales mesures
d'inégalité' d'Olivier Sautory (INSEE) présenté aux journées de méthodol ogie statistique du
11 et 12 décembre 1996. Jai changé quelque peu la structure du texte, j'ai apporté quelques
illustrations graphiques et j'ai incorporé ci et la quel ques éléments supplémentaires, déduits
personnellement ou issus d'autres sources.
Ce document vise a analyser quelques indicateurs "classiques' d'inégalité:

1. Carrédu coefficient de variation (chapitre 1);

2. Ecart relatif moyen (chapitre 2);

3. Variation deslogarithmes (chapitre 3);

4. Coefficient de Gini (chapitre 4);

5. Ecart moyen des logarithmes (chapitre 5);

6. Indicede Theil (chapitre 6);

7. Indicateurs d'Atkinson (chapitre 7).

Ce document ne constitue qu'un "jet" rapide d'une quantité assez importante d'informations. |1
m'a permis de structurer mes pensées et m'aider a comprendre dans les détails le sens de
certainsindicateurs. Si ce document peut encore servir a d'autres personnes, c'est tant mieux.
Certaines erreurs ou incohérences pourraient encore sy trouver. Merci pour vos éventuelles
remarques.
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0. Introduction

Notation
On considére une population de n individus. On note:
x lerevenudel'individu i (i =1,...,n);

18 . "
m==8 X lamoyenne (arithmétique) des revenus;
Nz

s?=

S|
Qos

(x - m)? lavariance des revenus,

i=1

Y, :é lerevenu relatif del'individu i (i =1,...,n).
X

Nous noterons par 1(x,...,x,) l'indicateur d'inégalité exprimeé en fonction des revenus absolus
(X, %,) €tpar 1 (y,,..., Y,) lindicateur dinégalité exprimé en fonction des revenus relatifs

(Yo ¥n) -

| nterprétation en terme de bien-étre collectif

On peut considerer 1 (y;, ..., ¥,) comme lafonction opposee d'une fonction W, (y,,..., y,) de

bien-étre collectif ("welfare function™), dépendant uniquement des revenus individuels
relatifs:

Ly (Yirees Vo) = =W (Yireens ¥ -

Ecrire W, (Y,,..., ¥,) comme W, (y,,...,¥,) = é u(y,) revient aexprimer le bien-étre collectif
i=1
W, (¥, ¥,) comme lasomme des "perceptions” individuelles u(y;) du bien-étre, dependant

uniquement du revenu relatif de la personne, le méme pour tous les individus.

En terme économique, lavaleur u(y,) correspond al'utilité associée au revenu (reltif) y. et la
vaeur W, (y,,..., y,) al'utilite collective associee ala distribution des revenus (relatifs)

(Yo Yn) -

Propriétés des indicateurs

On souhaiterait généralement les propriétés suivantes aux indicateurs d'inégalité.

1. Invariant a un changement d'échelle

Si on multiple tous les revenus par un facteur constant non nul, I'indicateur reste
inchange: I (I x,...,I x,)=1(x,...x)), "1 *0.



L'indicateur donnera des lors laméme valeur qu'on convertisse les revenus dans une autre
devise, qu'on les exprime en francs d'une autre année, qu'on prenne les revenus relatifs

(Yy5e- ¥,) PlUtOt que lesrevenus absolus (.., X,) (1 (X X,) =1, (Vises Vi) )

Remarque: I'invariance a une trand ation

Il n'est en général pas "exige" al'indicateur d'étre insensible a une augmentation des
revenus par une constante (1 (X +¢,...,x, +¢) =1 (x,...,x,) pour cl ). Si par exemple,
chaque individu voit son revenu augmenter de ¢ francs, I'indice de Gini en seradiminué.

Minimum et maximum

On souhaiterait que I'indicateur est minimum si tous |es revenus sont égaux et maximum
s tous les revenus sont nuls sauf un.

Certains indicateurs présentés ci-apres (a savoir lesindicateurs de la variance des
logarithmes, de |'écart moyen des logarithmes et d'Atkinson de parametre négatif (a £ 0)
sont maxima des qu'un revenu est nul (et pas seulement si tous les revenus sont nuls sauf
un), voire tendent vers|'infini dés qu'un revenu est nul ou tres petit; ceci les disqudifie si
certains revenus peuvent étre nuls, voire tres petits.

Décomposition additive

On suppose la population décomposée en G classes digjointes. Certains indicateurs
dinégaité 1 (x,,...,X,) peuvent étre désagrégés en une composante mesurant |'inégalité
entre les classes (composante inter-classe) plus une composante mesurant la variabilité au
sein de chacune des classes (composante intra-classe). C'est le cas avec les indicateurs du
carré du coefficient de variation, de la variance des logarithmes, de I'écart moyen des
logarithmes et de I'indice de Theil; cette propriété rend ces indicateurs adaptés au cas ou
on veut décomposer la mesure de I'inégalité en fonction d'un facteur suppose "explicatif"
(canton, état civil,...).

On note pour chaqueclasse g (g =1,...,G):
n, le nombre d'observations dans laclasse g;
X,;lerevenu du M individu delaclasse g ( j =1..,ny);

m, =ié Y,.; lamoyenne (arithmétique) des revenus delaclasse g;
n, =
g =1

r ~ n . 2z
€, =(..1)1 i *levecteur unitaire de n €léments.
9

Conséguence d'un transfert

Condition de Pigou-Dalton

On voudrait généralement qu'un transfert de revenu d'un riche vers un pauvre entraine une
diminution de I'indicateur d'inégalité (condition de Pigou-Dalton).



Notons qual'issu d'un transfert d'un individu j versunindividu i, I'individu j peut se
retrouver plus pauvre quel'individu i mais|'écart entre leur revenu devient moins grand.

Pour étudier les conséquences d'un transfert, il est parfois commode de supposer un
transfert infinitésimal dh: lavariation dl (y;,...,y,) delamesure | (y,,...,y,) peut dors
se calculer par:
dly(Yyreen Vo) =1, (Vs Y Hdh, oy - dn e Y ) = F (Y e Viseens YY)
&l dl, 0
:dhgd_(yl'"" Vo) = == (Yoo V) =
Yi

dy, o

Indicateurs neutres ou normatifs

L'indicateur est dit "neutre” si I'effet du transfert ne dépend pas du niveau des revenus de
cesindividus: on accorde laméme importance a un transfert d'un riche vers un riche que
d'un pauvre vers un pauvre. C'est le cas avec l'indicateur du carré du coefficient de
variation et avec l'indice de Gini.

Si I'indicateur n'est pas neutre, on aura un indicateur dit "normatif”. L'indicateur de I'écart
relatif moyen n'est pas sensible a des transferts entre individus du méme coté de la
moyenne. L'indicateur de la variance des logarithmes, |'écart moyen des logarithmiques,
I'indice de Theil et les indicateurs d'Atkinson accordent, a différents niveaux, plus
d'importance a une inégalité parmi les pauvres que parmi lesriches: un transfert d'un
pauvre vers un pauvre diminue davantage I'inégalité qu'un transfert d'un riche vers un
riche.

Condition suffisante

S 1, (Y Y,) estdelaforme 1 (Y, Y,) =- é u(y,), lacondition de Pigou-Dalton est

i=1
vérifiée s uest une fonction strictement concave (la dérivée seconde u'(y) >0):
di (y,,..., ¥,) =- dh(u (y;) - u(y;)) <0. Si ladérivée seconde u (y) est une constante
négative, ladiminutionde 1 (y,,...,y,) suiteaun transfert d'un riche vers un pauvre est
indépendante du niveau des revenus; |'indicateur est neutre.

Compatibilité avec la courbe de Lorenz

On montre que la " condition de Pigou-Dalton™ est équivalente ala"condition de Lorenz"
qui veut que l'ordre associé a | (x,, ..., X,) soit compatible avec |'ordre déduit de la

comparaison des courbes de Lorenz: si lacourbe de Lorenz de (x,,..., X,) est plus
inégalitaire (a comprendre, située en-dessous et ne la coupe en aucun point) que la courbe
deLorenz de (z,...,z,)aors I (x,....X,)>1(z,....Z,) .

Indicateurs vérifiant la condition de Pigou-Dalton-Lorenz

La"condition de Pigou-Dalton-Lorenz" est vérifiée avec lesindicateurs du carré du
coefficient de variation, du coefficient de Gini, de |'écart moyen de logarithmes, de
I'indice de Theil et d'Atkinson.



La"condition de Pigou-Dalton-Lorenz" n'est par contre pas vérifiée avec I'indicateur de la
variance des logarithmes sil y des revenus relatifs élevés (supérieurs aenviron 2.7 foisla
moyenne géométrique); ceci peut rendre cet estimateur peu adéquat ala mesure de
I'inégalité.

L'indicateur de I'écart relatif moyen ne vérifie la"condition de Pigou-Dalton-L orenz"
gu'au sens large:
un transfert d'un riche vers un pauvre ne saccompagne pas d'une augmentation de
F(X, e X)) 0 T(X, ..., X,) peuUt diminuer mais peut aussi rester constant;

s lacourbe de Lorenz de (x, ..., X,) est plus inégalitaire que la courbe de Lorenz de
(z,...,z,) dors 1(x,...Xx) 2 1(z,...,z,) : S lacourbe de Lorenz de (x,..., X,) est
plusinégalitaire que lacourbe deLorenz de (z,...,z,), 1(X,...,X,) peut ére plus
grand que | (z,...,z,) maispeut aussi lui étre égal.



1. Carrédu coefficient de variation

Définition
Le carré du coefficient de variation au carré peut Sécrire comme:

V2xx) =S = A (- M =28 (- 07 =14 (- 1
o nt nnt iz nio N

Minimum-maximum

Le coefficient de variation est compris entre O (tous les revenus égaux) et v/n- 1 (tousles
revenus sont nuls sauf un).

| nterprétation probabiliste

La variance peut étre vue comme, en moyenne, la moitié€ des carrés des écarts entre deux
revenus tirés aléatoirement. En effet:

2

én én. (% - %) =§n g (% - XX, +x].2):2n(én x?) - 2n’n? =2n(ns 2 +nnt) - 2n°nt = 2n’s

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Déslors, on peut auss interpréter le carré du coefficient de variation comme, en moyenne, la
moitié des carrés des écarts entre deux revenus relatifs tirés al éatoirement:

1E(x-x)° _1
CV2(x,.,x)==—2_T7 —ZFE(y - y.)?
(Kpsees X1) > > -y
. 18 ¢ 148 4
ol E(x-x)==aax-x) eEy-y)Y==aal-y)
nN° iz =1 N iz j=1

Fonction d'utilité sous-jacente

Le carré du coefficient de variation CV?(x,,...,X,) peut sexprimer comme une somme de

perceptions individuelles de I'inégalité: CV2(y,,...,y,) =- é u(y,), avec lafonction

i=1
u(y) =- %(y- 1)* ne dépendant que du revenu individuel y . Lacourbe u(y) est une
fonction qui:

croitdeO0al (u(y) vade - % a 0) et décroit ensuite;

sannule pour y =1;

aune concavité strictement concave et constante (u (y) = - % <0): un transfert

infinitésimal dy d'unriche j versun pauvre i entraine une diminution constante de
I'indicateur, indépendante du niveau des revenus.



Courbe de -(y-1)"2

210 4
212 4
214 4
116 4

-18

‘
/

-(y-n2
o]

Décomposition additive

On peut désagréger le carré du coefficient de variation en fonction des G classes digointes:

2 — 2k r 8 ngnﬁ
CV(X,....,X,)=CV (rqqh,...,mbqbﬁa —CV(xgyl,...,xg,ng)

oo NNT
_1s M2 gnﬁ _@z
nga;ln (- ) +a . nnt -_1n ”L)

Le premier terme calcule |e coefficient de variation sur la population ou chaque revenu est
remplacé par la moyenne arithmétique des revenus de sa classe (composante inter-classe).

L e deuxiéme terme mesure |'inégalité au sein de chacune des classes (composante intra-
classe). Il est égal alavariabilité au sein de chaque classe, pondérée par le produit entre la
part de revenus et la part de personnes dans la classe par rapport ala population.

Conséguence d'un transfert

Lavariation dCV?(y,,...,y,) du carré du coefficient de variation, consécutive a un transfert
infinitésimal dy d'unriche j versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur égale
a
2dh
OV (Yoo ¥o) === (¥ - ¥;) <O

Ladiminution est indépendante du niveau des revenus. Cet indice accorde donc laméme
importance al'inégalité parmi les riches que parmi les pauvres.

Preuve 1. dCV?(y,,...,y,) dépend de ladifférence Y, - Y, desrevenus et non du

niveau des revenus;
Preuve 2; lecarré du coefficient de variation est de laforme

OV} (3 3,) =~ 8 Uly,) avee u(y) =~ [ (y-* 00 1 (y) =~ 2(<0) e

=1
constante.

Remarque: indice de Theil généralisé

Nous pouvons généraliser cet estimateur de la mani ére suivante:
1 %ego
T, (X, X)) = ———— u (Y -
%) e 8 S G me3d

avec le paramétre a qui peut prendre n'importe quellevaleur 0t a * 1 (I'indice de Theil
geneéralisé).



Cet estimateur est étendu, par un passage alalimitede T, (x,,...,X,) quanda ® Ooua ® 1
(regle de I'Hopital), &

n

a =0: T,(X,.. xn)—%élog— (écart moyen des logarithmes);
X

i=1

_ 18 X X o .
=1: T,(X,....X,) =—a —log— (indice de Theil).
a =1: T,(x, %) == —log— (indice de Theil)

i=1

Lavaleur de cet indicateur est comprisentre 0 (tous les revenus égaux) et +¥ . Pour a =2,
I'estimateur est égal &

Ta (Xl,,Xn) :w .

Le parametre a de I'estimateur représente e poids donné aux distances entre revenus a
différentes parties de la courbe de distribution. Cet estimateur est plus sensible a des transferts
parmi les pauvres (transferts dans la courbe inférieure de |a courbe de distribution) que parmi
les riches (transferts dans la courbe supérieure de la courbe de distribution) pour des petites
valeursde a . Nous avons par exemple comme dérivée seconde de lafonction u(y):

sa=0:u(y)=- iz<0: la dérivée seconde est de I'ordre de I'inverse du carré des
ny

revenus,

sa=1u(y=- i<O: la dérivée seconde est de I'ordre de I'inverse du revenu;
ny

sa=2,u(y)=- %< 0: ladérivée seconde ne dépend plus du niveau des revenus

(lestransferts accordent le méme poids al'inégalité parmi les pauvres que parmi les
riches).

Notons que cet indicateur peut se décomposer en fonction des G classes digointes comme:

T, (% %) =CV2(ME, .. neab)+a—92ﬂ-ﬂxgl, on)
G 7 a u G %g A .a UO
S O L TN (%ol LR S B T

nm@-1)g @gMmg {g 2wNéMg nga(a'l)giﬂ nl;g H;

Le coefficient du deuxieme terme dépend de lamoyenne m, du groupe et nous ne pouvons
pas vraiment parler d'une décomposition entre une contribution due aux différences entre les
groupes (composante inter-classe) et une contribution due al'inégalité au sein des groupes
(composante intra-classe).



2. Ecart relatif moyen

Dé&finition

D(x,..., X,) est lamoyenne arithmétique des valeurs absolues des écarts ala moyenne des
revenus rel atifs:

Minimum-maximum

. . . . n-1
L'écart relatif moyen est compris entre O (tous les revenus sont égaux) et —— (tousles
n
revenus sont nuls sauf un).
[nterprétations

1) Interprétation comme potentiel de redistribution

D(x,,...,X,) correspond alaproportion de la masse totale (nm) qu'il faudrait redistribuer
entre lesindividus pour atteindre |'égalité compléte (par lestransferts |x - n).

2) Interprétation statistique

—D(Xl’z'"’ %) correspond:

aladifférence entre la proportion de la masse totale des revenus détenue par les
individus "riches’ (i.e. de revenu supérieur ala moyenne) et la proportion de ces
D(Xy- %) _ MM

2 nm

individus "riches’ dans la population: - —,ou n designele
n

nombre deriches et m le revenu moyen desriches;

aladifférence entre la proportion des individus "pauvres' (i.e. de revenu inférieur ala

moyenne) dans la population et la proportion de la masse total e des revenus détenue

n n
par cesindividus et: M =_P. p—m", ou n,désigne le nombre de pauvres

n  nm
et m,le revenu moyen des pauvres.

3) Interprétation graphique

D(x,..., X,) correspond:

aladistance d (a une constante multiplicative prés) entre la premiére bissectrice et la

courbe de Lorenz de la distribution, c'est-a-dire entre la premiére bissectrice et la
tangente ala courbe de Lorenz paralléle ala premiére bissectrice:

D(X,..., X,) =22d;



adeux foisladistance verticale maximale d* entre la premiére bissectrice et la courbe
de Lorenz: D(x,...,x,)=2d .

Fonction d'utilité sous-jacente

L'écart relatif moyen D(x,,...,X,) peut sexprimer comme une somme de perceptions

individuelles de I'inégalité: CV2(y,,...,y,) =- @ u(y,), avec lafonction u(y) = - %|y 1 ne

i=1
dépendant que du revenu individuel y . Chaguerevenu y ale méme poids.

Lacourbe u(y) est unefonction qui:
croitde0al (u(y) vade -1 a0) et décroit ensuite;
sannule pour y =1;
aun point de "rebroussement” en y =1 et une concavité nulle avant et apres y =1
(u'(y)=0, "yt 1): untransfert infinitésimal dy d'une personne j vers une personne
I moins"riche” (y; >y, ) ne modifie pas|'indicateur s lesindividus i et j sont tous
les deux "riches’ (y; >y, >0) ou tousles deux "pauvres’ (0>y,; >, ).

Courbe de -ly-1}

015 1 115 2 2.‘5
0.5
1 \
-1.5 4 \
24

-2.5

L

Conséguence d'un transfert

En utilisant I'interprétation 2 ci-dessus, il est facile de vérifier que la variation de I'écart relatif
consecutive a un transfert vaut:
2dh . e L
dD(X,..., X,) =- 2dn sy, <1<y, i.e. s l'individu j aun revenu superieur ala
n
moyenne et I'individu i aun revenu inférieur ala moyenne;
dD(X,,...,X,) =0 sinon, i.e. s lesindividus i et j sont tous les deux "riches" ou tous les

deux "pauvres' (pas sensible a des transferts entre individus du méme coté de la
moyenne).

L'interprétation 3 ci-dessus permet d'illustrer le fait que la condition de Lorenz n'est vérifiée
gu'au sens large: deux distributions peuvent avoir des courbes de Lorenz ayant laméme
tangente parall€le a la premiére bissectrice (donc le méme écart relatif moyen) mais|'une
néanmoins toujours située sous |'autre (donc I'une plus inégalitaire que I'autre).



3. Variance deslogarithmes

Définition
VL(X,,..., X,) est lavariance des |ogarithmes des revenus:
18 . 18 .
VL0, %) = =8 (Iog - logm)* ==§ (log-L’
n nix m

i=1

ol m =1/x...x estlamoyenne géométrique des revenus.

VL(x,..., X,) peut encore étre présentée comme la variance des logarithmes des revenus
relatifs:

1¢ . 1¢ .
VL(-. %) == (logy, - logni)* == (Iog%)z
i=1 i=1

ou nL =1/y,...y, est lamoyenne géométrique des revenus relatifs.

Remarque sur la moyenne géométrique

La moyenne géométrique des revenus rel atifs est égale au rapport entre la moyenne
Ve Ve - - el * rr]* -
géométrique et la moyenne arithmetique des revenus: m, = 1/y,...y, =—. Parfois, dansla
m

littérature, la variance des logarithmes est simplement calculée par la moyenne des carrés des
logarithmes des revenus relatifs. Cette approche n'est pas correcte: |a moyenne géométrique
des revenus n'est pas nécessairement égale ala moyenne arithmétique des revenus.

Minimum-maximum

Cet indicateur est compris entre 0 (tous les revenus sont égaux) et +¥ (dés qu'un revenu est
nul). Ce résultat disqualifie cet indicateur si certains revenus peuvent étre nuls.

Fonction d'utilité sous-jacente

Si on néglige I'effet du revenu sur la moyenne géomeétrique, la variance des logarithmes des
revenus peut alors sexprimer comme une somme de perceptions individuelles de I'inégalité

dépendant uniquement du revenu individuel: VL(y,,...,Y,) =- é_ u(y,), avec lafonction
i=1

u(y) =- 1 (log LL)2 . Sous I'hypothése d'une moyenne géométrique m, constante, lafonction
n..m

u(y) est unefonction qui:
n'est pas défini en O cet indicateur devient déslorsinutilisable lorsqu'il y ades
revenus nuls;
croit avant n], , méme tres rapidement proche de 0: cet indicateur est sensible ala
présence de tres petites valeurs;
sannule pour y = m et décroit ensuite;



aune concavité strictement concave jusqu'a em, » 2.7, ; apres em, » 2.7m, la
courbe est strictement convexe entrainant que si un transfert seffectue entre deux
individus dont les revenus relatifs sont supérieurs a em, » 2.7m, le transfert crée une
augmentation de I'indicateur!

Courbe de -(log(y))*2

10 5 20 25

-10

-log()"2

-15 ¢
-20

-25

Décomposition additive

On peut désagréger la variance des logarithmes en fonction des G classes digointes:

VL(X e X,) :VL(rriéq,...,m;émé} VL ()

-1
n

S \ n,
a n,(logm - Iogmg) +a a—(logmJ Iogxgj)

=1 —1 n

«Q

_]_ 9

oum, = g/xgyl...xg’ng la moyenne géomeétrique desrevenus de laclasse g.

Le premier terme mesure I'inégalité entre les classes (composante inter-classe). Il est égal ala
variance du logarithme sur la popul ation ou chagque logarithme de revenu est remplaceé par la
moyenne arithmétique des logarithmes de revenus (c'est-a-dire ou chagque revenu est remplacé
par la moyenne géométrique des revenus de sa classe).

L e deuxieme terme mesure |'inégalité au sein de chacune des classes (composante intra-
classe). Il est égal alavariabilité au sein de chaque classe, pondérée par la part de personnes
dans la classe par rapport ala population.

Conséguence d'un transfert

Lavariation dVL (y,,..., y,) del'indicateur consecutive a un transfert infinitessimal dhd'un
riche j vers un pauvrei entraine une variation de l'indice égale &

Yi

Y,
dVLy(yl,...,yn)=-22h( y@_ y_nL)

On note les deux points suivants.
si letransfert seffectue entre deux individus dont les revenus relatifs sont inférieurs a

en’i, » 2.7[’@1
o ilyaunediminutiondel'indicateur (dT <0 sy, <Y, Eem*/);



o ladiminution est d'autant plus forte que les revenus relatifs sont faibles; cet
indicateur accorde plus dimportance a une inégalité parmi les pauvres.
s letransfert seffectue entre deux individus dont les revenus relatifs sont supérieurs a
erri » 2.7rri , lerésultat est aberrant (la condition de Pigou-Dalton-Lorenz n'est pas

vérifiée): letransfert entraine une augmentation de I'indicateur (dT >0 s
y; >y ® em).

Conclusion

Lavariance des logarithmes n'apparait pas comme un bon indicateur de I'inégalité:
- cet estimateur n'est pas défini pour les revenus nuls;

cet indicateur est sensible ala présence de tres petites valeurs;

les différences relatives des revenus sont mal synthétisées par la mesure par la
variance de la dispersion des |logarithmes des revenus (voir la condition de Piglou-
Dalton-Lorenz qui est violée).

Cet estimateur est cependant encore utilisé dans lalittérature:
- pour desraisons historiques (I'utilisation de cet estimateur a été répandu dans le
passe);
pour ses possibilités de décomposition additive;
parce gu'il n'est pas "trop" sensible ala présence de grandes valeurs dans les données;
si on admet que la distribution des revenus suit une loi log-normale, la variance des
logarithmes est alors un indicateur de dispersion tout afait adéquat.



4. Coefficient de Gini

Définition

Notons par

%, le revenu du k °

individu dans la suite des individus ordonnés par ordre

croissant de leur revenu (X, £ %, £...£ %)

Yiig le revenu relatif du k ®™ individu dans la suite des individus ordonnés par ordre

croissant de leur revenu ( Yy £ Y £..£ Y )

Le coefficient de Gini est égal &

n

1 8 , _19 ,
nzm% x[i](2| - n- 1)—Fia:_l y[i](2| -n-1)

[(X,. X)) =

Minimum-maximum

. . . . n-1
Le coefficient de Gini est comprisentre O (touslesrevenus égaux) et —— (touslesrevenus
n

sont nuls sauf un).

Interprétations
1) Interprétation géométrique

L'indice de Gini est égal au double de I'aire comprise entre la courbe de Lorenz et la
bissectrice:

(%0 %) =1- 23-(Y)dy,

ou L(y) représente la courbe de L orenz associée ala distribution de revenus.

En effet, en posant X =Yg = L(y[O]) =0 et en exprimant I'intégrale de la courbe de Lorenz

L(y[i])"' L(y[i.l])

> , I'indice de Gini 1 (x,,...,X,) est donné par:

1 n
comme (J-(y)dy = a (7~ Yi-g)
0 i=1

+ .
=1 =1 _n+l n (n-2
- 2(— o

1
g ¥tz W)

[(x,...,X,) =1- .

2) Interprétation probabiliste

On peut également exprimer le coefficient de Gini comme, en moyenne, la moitié des écarts
absolus entre deux revenus relatifs tirés al éatoirement:

Elx - x,
|(><1,...,><n):%_‘)q X



134 .
—aada ‘)g - xj‘ est lamoyenne des écarts entre |es revenus.

ou E‘)g- xj‘:n
i j=

[y
iy

3) Interprétation statistique

On peut également exprimer le coefficient de Gini comme deux fois la covariance

cov(y[],[ ]) entre le revenu relatif (lavariabley;, ) et le rang relatif dans|'échelle des revenus

(lavariable U):
n

| (% X,) = va(y[i],%

o vty L) - 1z‘i_i(y[i]-E(ym»([] edly =2 Sa 0y oty

n n

Fonction d'utilité sous-jacente

Le coefficient de Gini peut Sexprimer comme une somme de perceptions individuelles de

l'inégalité: I (..., ¥,) =~ é u(y,) avec unefonction u(y) :%yﬁ]qui ne dépend pas
i=1
rien que des revenus Yii mais aussi desrangs [i] . Les bas et |es hauts revenus ont un poids

plus important dans I'indice de Gini.

A titre d'exemple, nous représentons ci-apres, I'allure de la courbe u(y) en fonction des
revenus relatifs Y;) » Pour une distribution de revenus x répartis aléatoirement entre Oet 2

(O£ x <2). Lacourbesannules [i] =[g+1] (au environ de lamédiane) (ou si le revenu

Yy est nul).
Courbe de u(y[i])=y[i]*(1+n-2i)/n"2
0.01
0 M
¥ o ha
-0.03 4 \\
-0.04
ylil
Conséquence d'un transfert

Lavariation dT del'indice de Theil consécutive a un transfert infinitésimal dy d'unriche |
versun pauvre i entraine une diminution de l'indice égale &



2, .
dT:-F(j- i)dy<O0.

L'indice de Gini accorde laméme importance al'inégalité parmi les riches que parmi les
pauvres. lavariation dT dépend des rangs des individus et non de leurs revenus.

Décomposition additive

On peut désagréger la variance des logarithmes en fonction de G classes disjointes de la
maniére suivante:

n n G
ngz an + ngz 0 1 g g _ + 2 grrbl
-~ aa Xgl (P a 2 (Xgl’ ’Xgn)
n nm m+m oot ? ~, nm
9=29,71€ an n 1 2 i=l =1 g=1
9 9% 2
G G A Ng N G n2 ng N
_O ] ?Angzn’bz_i_ngzq 1 ggx +é ngrrb 1 Jd o « - x ‘
- i 9 | 2 2 g, 9.
w=2g=1@ N NM n gzn n ITL rrbz i=1 j=1 2 g=t M 2ngrrb i=1 j=1
2

Le premier terme mesure I'inégalité entre les classes. || ne dépend pas rien que des moyennes
des classes mais aussi des combinaisons binaires de revenus. Nous ne pouvons dés lors pas
vraiment parler d'une décomposition entre une contribution due aux différences entre les
groupes (composante inter-classe) et une contribution due al'inégalité au sein des groupes
(composante intra-classe).

Il correspond au double de I'aire comprise entre la bissectrice et une courbe de Lorenz
- associée aladistribution de revenus ou chaque revenu est égal ala moyenne
arithmétique des revenus de son groupe;
et dont I'ordre des éléments est fixé par I'ordre croissant des revenus effectifs (avant
remplacement par |la moyenne).

L e deuxiéme terme mesure |'inégalité au sein de chacune des classes. || est égal alavariabilité
au sein de chaque classe, pondérée par le produit de la part de personnes dansla classe et de la
part de revenus totaux dansla classe.

Ladifférence entre le premier terme et le coefficient de Gini | (rqérh,..., rr}sérb) dela

distribution des revenus, ou chaque revenu est remplacé par la moyenne arithmétique de la
classe, refléte le recouvrement des distributions des revenus entre les groupes. Si tous les
revenus d'une classe sont inférieurs ou supérieurs a ceux d'une autre classe (pas de
recouvrement), la différence est nulle et le coefficient de Gini est alors décomposable
additivement:

| (% %) = 1 (M . rn;eng)+a g%l(gl, on)
_ 1 & & i ‘
313 % 92 2n m 2n§n.b |a=.l jaz.l XQ,i XQ:]



5. Ecart moyen deslogarithmes

Dé&finition

L'écart moyen des logarithmes (encore appel € la déviation logarithmique moyenne) est égal a
la moyenne des écarts entre |e logarithme de la moyenne des revenus et |e logarithme du
revenu:

14 14 m
ML(X,,... %) ==& (logm- logx)==§ log—
Nizg i=1 X
Il peut aussi sexprimer comme la moyenne des logarithmes des revenus rel atifs, changée de
signe:

1 n
ML, (YysYa) =- =@ logy,

i=1
ou tout ssimplement comme le logarithme de la moyenne géométrique des revenus relatifs,
changé de signe:

ML, (Y, ¥,) = - log(m))
avec m/ =1/y,...y, lamoyenne géométrique des revenus relatifs.

Minimum-maximum

Cet indicateur est comprisentre O (tous les revenus sont égaux) et +¥ (des qu'un revenu est
nul). Ce résultat disqualifie cet indicateur s certains revenus peuvent étre nuls.

Fonction d'utilité sous-jacente

Considerons I'indicateur d'inégalité ML, (y,,..., y,) . Il peut sexprimer comme une somme de
perceptions individuelles de I'inégalité dépendant uniquement du revenu individuel:

ML, (Vy5ee ¥p) = - é u(y,), avec lafonction u(y) :%Iogy. Lafonction u(y) est une
i=1
fonction qui:
- n'est pasdéfinieen 0: cet indicateur devient inutilisable avec des revenus nuls;
croissant, méme tres rapidement proche de 0: cet indicateur est sensible ala présence
de trés petites valeurs;
sannule pour y =1 et continue a croitre ensuite;

aune concavité strictement concave (U (y) =- —; <0): un transfert infinitésimal
ny

dy d'unrichej versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur; la concavité

étant plus importante parmi les pauvres, |'indicateur va accorder plus d'importance a
I'inégalité parmi _les pauvres gu'a celle parmi lesriches.

Courbe de log(y)

log(y)
[ I N N )




Décomposition additive

On peut désagréger |'écart moyen des logarithmes en fonction des G classes digjointes:

En
ML(X, ..., X,) = ML(m%,---, ”her%h)““alfg'v”—(xgm-"’ Xg,ng)
g:

2 -, log() +

= 3 9
=1 m g=1 n ]

L
n

«Q

Le premier terme mesure I'inégalité entre les classes (composante inter-classe). |l est égal a
I'écart moyen des logarithmes sur la population ot chague revenu est remplace par la
moyenne des revenus.

L e deuxieme terme mesure |'inégalité au sein de chacune des classes (composante intra-
classe). Il est égal alavariabilité au sein de chaque classe, pondérée par la part de personnes
dans la classe par rapport ala population.

Conséguence d'un transfert

Lavariation dML,(y,,..., y,) del'écart moyen des logarithmes consécutive a un transfert

infinitésimal dy d'unriche j versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur égale &

dh,1 1
dML, (Y1, ¥p) = - —(—- —) <0
n-y Yy,
Nous voyons que I'écart moyen des logarithmes accorde plus dimportance al'inégalité parmi
les pauvres gu'al'inégalité parmi lesriches.

Remarque: I'indicateur de Champernowne

L'indicateur A(0) =1- ! =1- m/ est auss parfois utilise. C'est I'indicateur de
exp(ML(x,, .., X,))
Champernowne; il correspond al'indicateur d'Atkinson avec 0 comme paramétre. Cet

indicateur est compris entre O (tous les revenus sont égaux) et 1 (des qu'un revenu est nul).




6. Indicede Theil

Définition

L'indice de Theil peut étre défini comme:

T (%, xn)-ﬁ )rquog( Ay== ay.log(y.)

i=1 i=1
Minimum-maximum

L'indice de Theil est comprisentre 0 (tous les revenus sont égaux) et logn (tousles revenus
sont nuls sauf un).

| nterprétation basée sur la notion d'entropie

Par analogie avec la théorie de I'information’, définissons I'entropie de la distribution de
revenus (x,..., X,) comme:

H (%0 %,) = a Iog(m)

avec laconvention Olog% =0. L'entropieH (x;...x,) est maximale et égale

aH, . (x,...,x ) =logns tousles revenus sont égaux; |'entropieH (x,, ..., X,) est minimale et
égaea H,, (x,...,x,) =0 s tous les revenus sont nuls sauf un.

L'indice de Theil T(x,,...,x,) apparait comme la variation d'entropie entre une distribution de

revenus parfaitement égal itaire et la situation réelle:

T(%,.-%,) =logn- a ‘mlog(—m) H (00X = H OG0,

=1

Fonction d'utilité sous-jacente

L'indice de Theil peut s'expri mer comme une somme de perceptions individuelles de

l'inégalité: T (Y;,-- Y,) =~ a u(y,) avec unefonction u(y) = - —ylog y dépendant

i=1
uniquement du revenu. La courbe u(y) est unefonction qui:

! Cette notion d'entropie est dérivée de la théorie de I'information: I'entropie d'une distribution de probabilités

(py,--s P,) surunensemblefini a N éléments (donc vérifiant P, 3 0," 1 =1,...,net g P =1) est définie
i=1

par a o} IOg(—) avec la convention O|096 = 0. Il y adavantage dinformation/d'entropie dans une
2 |

situation ol un événement inhabituel est observé ($i : p, =1) que dans une situation ou tous les événements

sont similaires (" 1. p, =—) commeil y a davantage d'information contenue dans un retard observé chez une
n

personne ponctuelle que dans un retard observé chez une personne arrivant toujours en retard.



croit de O 31 (»2—17 »0.37) (u(y) vade O a1(>> 0.37)) et décroit ensuite;
e : e
sannule pour y =1;
est strictement concave (u (y) =- ni<0): lavariation dT, (y,,..., y,) del'indice de
y

Thell consécutive aun transfert infinitésimal dy d'un riche j versun pauvre i

entraine une diminution de |'indicateur; la concavité éant plus important parmi les
pauvres, I'indice de Thell va accorder plus d'importance al'inégalité parmi les pauvres
qu'acelle parmi lesriches.

Courbe -y*log(y)

0.6

0.4

0.2 ‘ \

0 ; ; ; \ ; ; ; ;
0.2 02 04 06 08 1 2 14 16 18
S 04
£ o6 N\
N\

N N\,
12 N\,
-1.4

-1.6

Décomposition additive

On peut désagréger I'indice de Theil en fonction des G classes digointes:

¢ n
T04%) = T(ME, s M8 )+ 8 T (3, Xy )
o= M
_1g om m. & nmed X, X3, \U
=—a n,—log(—)+ lo
SAn hion(h)+ § L ER bloag

Le premier terme calcule I'indice de Theil sur la population ou chaque revenu est remplacé
par la moyenne arithmétique des revenus de sa classe (composante inter-classe).

L e deuxieme terme mesure |'inégalité au sein de chacune des classes (composante intra-
classe). |l est égal alavariabilité au sein de chague classe, pondérée par la part de revenus
dans la classe par rapport ala population.

Conségquence d'un transfert

Lavariation dT (y,,...,Y,) del'indice de Theil consécutive aun transfert infinitésimal dy d'un
riche j versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur égale &
dh
dT, (%, Yn) =—=(l0gy; - logy;) <0

Nous voyons que I'indice de Theil accorde plus dimportance al'inégalité parmi les pauvres
gu'al'inégalité parmi lesriches.



7. Indicateursd'Atkinson

Définition

L'indicateur d'Atkinson A, (x,...,x,) est défini par:
s a! 0, parlmoinslamoyenne m dordre a deladistribution desrevenus
relatifs(y,,...,y,):

+ =1-m,

1 1

a s 1
% dad &
(207 =0
Mg 5 Niz o

A (% %) =1- é—

1

oum = 8naya est lamoyenne d'ordre a de ladistribution des (y;,..., ¥,) ;

s a =0, par 1 moinslamoyenne géométrique m de la distribution des revenus
relatifs(y,,...,y,):

- XX = —
e X)) =1- p/ 22 =1- Yy.y, =1-m
A (%, %) P Yoy,
(indicateur de Champernowe).
Le parametre a de l'indicateur d'Atkinson est limité aux valeurs a <1.

Equivalence de I'indicateur d'Atkinson

L'indicateur d'Atkinson (également valable pour a =0) ordonne I'inégalité de facon
équivalente al'indice de Theil généralisé avec a <1 (voir laremarque alafin du chapitre 1).

Remarques sur [amoyenne m, d'ordre a_

. . - 1¢
1) S a =1, lamoyenne m dordre 1 est la moyenne arithmétique m:—é Y,
Nz

2) Si a tendvers 0, lamoyenne m d'ordre a tend versla moyenne géométrique

R A
m =010V
i=1

3) Sia=-1,lamoyenne m, dordre - 1 est lamoyenne harmonique nT' =

i
Y,

QJO:
S

I
iy

Minimum-maximum

L'indicateur d'Atkinson est compris entre 0 (tous les revenus égaux) et 1 (dés qu'un revenu
a-1

estnul)sia £0 et 1- n# (touslesrevenus sont nuls sauf un) si a >0. Ce résultat

disqualifie lesindicateurs d'Atkinson avec a £ 0 s certains revenus peuvent étre nuls.

Fonction d'utilité sous-jacente




L'indicateur d'Atkinson est basé sur lafonction W, (y;, ..., ¥,) de bien-étre collectif ("welfare
function™):

1
.C_P-lpouraloeta<1;
[}

W,y (Visees Vo) = 8

=1

W, (Yyyeens ¥o) = 3oy, - 1 pour @ =0.

Sat0O,ona

s 1>a >0, W (y,,..., ¥,) ordonne I'inégalité de fagon équivalente a — a y? qui est

=1

delaforme a u(y,) avec u(y) =— ya une fonction strictement concave, de dérivée
i=1

seconde u'(y) =a (@ - 1)y*? <O;

s a<0, W, (Y, Y,) ordonnel'inégalité de facon équivalente a - lé y? qui est

i=1
delaforme a u(y,) avec u(y) =- —ya une fonction strictement concave, de dérivée
i=1

seconde u'(y) =a(@ - 1)y* *<0.

On peut en déduire (pour a * 0):
un transfert d'un riche j versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur;
la concavité étant plus important parmi les pauvres, I'indicateur va accorder plus
d'importance al'inégalité parmi les pauvres qu'a celle parmi les riches; cette
caractéristique augmente avec a .

Courbe de u(y)=y~alpha (si alpha>0)
et u(y)=-y~alpha (si alpha<0)
(nécessite une visualisation en couleur)

—e—alpha=0.2

r % —=—alpha=0.5

b 2 3 A alpha=0.8
alpha=-0.5

—x—alpha=-1

u(y)

S &N o N s
!

—e—alpha=-2

Conséguence d'un transfert

Lavariation dA, (Y,,--., Y,) del'indicateur d'Atkinson consecutive a un transfert infinitésimal
dy d'unrichej versun pauvre i entraine une diminution de I'indicateur égale &

1- Y edh
QA (Yyromry,) = S PO Y A o as gy <

n
cette formule est également valable lorsgue a = 0. Nous voyons que I'indicateur d'Atkinson
accorde plus dimportance al'inégalité parmi les pauvres qu'al'inégalité parmi lesriches: &
difference derevenus y, - y, constante, ‘dAiy(yl, ..., ¥,)| est dautant plus élevée que les




revenus sont faibles: f (y) =- y** est une fonction strictement concave. Cette caractéristique
augmente avec a .
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